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摘要：首次超越可靠性分析是结构动力可靠性分析的重要方面。文章针对维纳过程，基于蒙特卡罗模拟法进行了

维纳过程首次超越安全界限问题的研究，阐述了维纳过程仿真思路与步骤，选用生成随机数的直接法在 ＭＡＴＬＡＢ

中实现维纳过程的模拟。然后，以混凝土耐久性退化符合维纳过程为例，基于蒙特卡罗模拟法计算首超失效概

率，将其计算结果与数学解析法计算结果进行对比。结果表明：蒙特卡罗模拟法的计算精度和解析解非常接近，

且在应用范围和计算便捷性上更具优势。本研究可为相关领域应用维纳过程计算首超失效概率提供数值解法。
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　　结构动力可靠性分析在工程领域中具有至关
重要的意义，为工程设计、维护和决策提供科学

依据。通过准确分析结构动力可靠性，可有效降

低工程事故风险。蒙特卡罗模拟法是一种基于概

率统计理论的数值计算方法，其核心思想是通过

设定随机过程并生成大量随机样本，对复杂问题

进行统计模拟以获取近似解［１］。蒙特卡罗模拟法

适用范围十分广泛，具有通用方法之称，能求解

各种不确定性问题。李侃等［２］基于蒙特卡罗方法

对边坡的可靠性进行了分析，利用 ＭＡＴＬＡＢ分析
获得输入参数的分布类型，再利用蒙特卡罗模拟

产生分布律相同的参数，并计算出边坡安全系数，
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最终得到边坡破坏率和可靠性指标。何鑫等［３］运

用蒙特卡罗方法计算了单点滑环系统失效概率，

结果显示蒙特卡罗法计算的收敛性好，结果精度

高，且能解决马尔科夫法不能解决的问题。

在首次超越失效问题研究方面，张龙文等［４］基

于平稳高斯结构响应的 Ｐｏｉｓｓｏｎ模型修正了一个平
稳非高斯结构响应的首次超越概率的解析方法。杨

伟军等［５］在未采用计算假定的前提下用不同的方法

对马尔科夫过程首超概率进行了研究。ＨＯＮＧ［６］使
用ＴＦＰＳＤ函数来估计ＳＤＯＦ系统在随机地震或风激
励下的响应和首超概率的统计数据。上述计算方法

虽然属于精确解法，但有一个共同的特点，此类解

析法的推导过程极其复杂，且每一法都有一定的适

用范围，是针对某一种情况下推导出来解决相对应

问题的，不能进行通用性求解。

为了克服解析法的局限性，更好地推进随机

过程首次超越安全界限概率的研究工作，基于蒙

特卡罗模拟的可靠性分析方法应运而生。本文在

蒙特卡罗模拟法的基础上进行研究，通过

ＭＡＴＬＡＢ软件进行维纳过程仿真模拟，实现混凝
土耐久性退化符合维纳过程的首超失效概率的数

值求解。即使在没有相应求解失效概率数学解析

式的情况下，也能通过此数值模拟方法求解退化

过程符合维纳过程的结构在相应时间段内的首超

失效概率，可为基于首超破坏机制的结构动力可

靠度研究提供研究基础。

１　维纳过程的仿真

１.１　仿真思路
维纳（Ｗｉｅｎｅｒ）过程是一种重要的随机过程，

随机过程 ｛Ｘ（ｔ），ｔ≥０｝若满足如下条件：
（１）｛Ｐ（Ｘ（０）＝０）＝１｝；
（２）｛Ｘ（ｔ），ｔ≥０｝是齐次独立增量过程；
（３）对任意的０≤ｔ１≤ｔ２，有Ｘ（ｔ１，ｔ２）＝Ｘ（ｔ２）－

Ｘ（ｔ１）～Ｎ［０，σ
２（ｔ２－ｔ１）］，且σ＞０为常数。

则称随机过程 ｛Ｘ（ｔ），ｔ≥０｝为维纳过程，若
方差σ２＝１，则此过程为标准维纳过程。

由维纳过程定义可知该过程有两大特点：１）
该过程的时间与状态都连续；２）该过程的增量是
服从正态分布的随机变量，且均值为０、方差与时

间间隔的长度呈线性关系，它意味着如果初始时

刻为零，那么此过程在任意时刻 ｔ的增量值Ｗ（ｔ）
是一个正态随机变量，其数值特征的均值为零，

方差为 σ２ｔ，这是进行维纳过程仿真的关键。因
此，在给定的时间间隔序列和数值特征方差的情

况下，根据维纳过程的独立增量性，时间间隔内

的增量就可以按照方差为 σ２ｔ１，σ
２（ｔ２－ｔ１），

σ２（ｔ３－ｔ２），…，σ
２（ｔｎ－ｔｎ－１）生成相互独立且均

值为零的服从正态分布的随机变量样本，从而在

［０，ｔｎ］内对维纳过程进行仿真模拟，这也是维纳

过程仿真的基本思想［７］。

１.２　仿真步骤
维纳过程的性质表明生成一个相互独立的均

值为零的正态分布随机变量样本是仿真的关键。

因为维纳过程在时间间隔上的增量属于平稳独立

增量，并且增量是服从正态分布的随机变量，均

值为零，方差为σ２（ｔｎ－ｔｎ－１），维纳过程仿真步骤
如下：

第一步，根据 Ｗｉｅｎｅｒ过程定义的特点，首先
生成满足均值为零和方差为σ２的正态随机变量样
本。生成服从正态分布的随机变量样本有两种方

法，间接法和直接法。

１.２.１　间接法
先用乘同余法产生（０，１）上的均匀分布随机

数，再利用随机变量反函数法将均匀随机数转换

成标准正态分布随机数，即可变换成正态分布

Ｎ（μ，σ２）的随机变量样本，其转化式为

ｙ１＝μ＋σ －２Ｉｎｒ■ １ｃｏｓ（２πｒ２） （１）

ｙ２＝μ＋σ －２Ｉｎｒ■ １ｓｉｎ（２πｒ２） （２）
式中：μ为所求正态随机数的均值；σ为所求正态
随机数的标准差；ｒ１、ｒ２为（０，１）上的均匀随机
数；ｙ１和ｙ２为生成的正态分布随机变量样本。
１.２.２　直接法

在 ＭＡＴＬＡＢ中编程或调用统计工具箱中的
Ｎｏｒｍｒｎｄ函数生成相应的正态分布随机变量样本。
对间接法而言，直接法更加方便，并且十分高效，

在实际中应用比较广泛。

第二步，维纳过程本质上属于随机游走过程，

根据维纳过程增量在时间间隔ｔｎ－ｔｎ－１上服从

Ｎ［σ２（ｔｎ－ｔｎ－１）］的正态分布，且方差与时间间隔
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呈线性关系，因此在得到服从正态分布 Ｎ（０，σ２）

的正态随机变量样本后，再与时间间隔的算数平

方根 ｔｎ－ｔｎ■ －１相乘，即得到对应时间间隔上的过

程增量。在得到时间间隔上的增量后对其进行累

加，即得到Ｎ个时间点上的样本函数。

２　基于蒙特卡罗模拟法的维纳过程首超概
率分析

　　在实际问题中，当结构的响应超过界限值时，

就意味着结构发生了破坏，这一现象被称为首超

破坏。基于蒙特卡罗模拟法的原理，在维纳过程

仿真的基础上，增加界限值设定、逻辑判断和统

计分析等环节，利用 ＭＡＴＬＡＢ软件就可以直接计
算出相应维纳过程的首超概率。

接下来用一个实例进行具体分析。假设维纳

过程｛Ｘ（ｔ），ｔ≥０｝，取时间间隔取 ｔｎ－ｔｎ－１＝１，方

差σ２＝９，ｔｎ＝５００，并假设此结构的界限值（阈
值）ｂ＝１００。

本次采用直接法生成服从正态分布的随机样

本。再将生成的随机样本乘以时间间隔的平方根，

便得到时间间隔的增量，在区间内进行累加便得

到随机过程样本函数的曲线。

在这里定义的样本函数失效是在规定时间内，

样本函数超过界限值（阈值），即表示该过程失效，

再利用蒙特卡罗法计算首超概率（失效概率）。蒙

特卡罗法可以表示为

ｐ^ｆ＝
１
Ｎ∑

Ｎ

ｉ＝１
Ｉ［Ｇ（Ｘ＾）ｉ］ （３）

式中：Ｎ为抽样模拟的总次数；当Ｇ（Ｘ＾）ｉ＜０时，示性函

数Ｉ［Ｇ（Ｘ＾）ｉ］＝１，表示结构失效；当Ｉ［Ｇ（Ｘ
＾
）ｉ］＞０

时，Ｉ［Ｇ（Ｘ＾）ｉ］＝０；其中上标 “^”表示是抽样样

本值。

维纳过程本质属于随机过程，因此利用符合

条件的相对应的随机变量去模拟维纳过程是完全

符合其本质的，并且在一定的置信区间条件下进

行模拟更是满足了精度要求，更具客观真实性。

利用ＭＡＴＬＡＢ编写程序进行了１００次循环模
拟，随机生成了１００条样本函数，其样本函数结
果如图１所示。

图１　维纳过程模拟１００次的样本函数结果

图中直线为界限值（阈值），取 ｂ＝１００，图中
曲线为样本函数结果。本次运算生成的样本函数

共有１００条，其中穿越界限值（阈值）的样本函数
有８条。在实际工程中，伴随着结构响应首次超
越界限值，就标志此结构失效。因此，本次模拟

的维纳过程首超失效概率为

ｐ^＾ｆ＝
１
１００∑

８

ｉ－１
Ｉ［Ｇ（Ｘ＾）ｉ］ ＝０.０８

因此，如果某结构功能退化过程满足维纳过

程，且符合本实例的数值特征，即可通过本模拟

程序直接计算出其在此时间段内的失效概率为

８％，结构可靠度为９２％。
本方法不需要分析复杂的极限状态曲面，规

避了结构失效概率分析的数学问题，并不受变量

多少的限制，从宏观的角度直接分析并计算结构

可靠度或失效概率。同时，本方法具有概念简单，

适用性强的优点。另外，它还具有直观性，可以

通过生动的图像了解计算过程和样本函数结果图

的变化。因此，相对数学解析法而言，本方法在

计算简便性方面和适用范围方面更具优势。

３　蒙特卡罗模拟法与数学解析法的实例对
比分析

３.１　基于维纳过程的混凝土耐久性可靠度分析
标准维纳过程首超时间失效概率分布函数是

一种精确求解标准维纳过程首超概率的计算公式，

并且是解析显示表达式。其维纳过程在 时间内的

失效概率计算公式为［８］

ｐｆ＝２［１－Φ（
ｂ

■Ｔ
）］ （４）

式中：ｂ表示界限值（阈值）；Ｔ表示时间，ａ。
根据《普通混凝土长期性能和耐久性能实验方

７７
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法标准》（ＧＢ／Ｔ５００８２—２００９）［９］的相关规定，混
凝土的相对动弹性模量损失达到４０％即可被认定
为破坏。在本实例分析中，假定界限值ｂ取１０（实
际工程需根据实际情况而定），时间 Ｔ取 １００ａ，
根据式（４）计算可得到混凝土的失效概率分布曲线
如图２所示。

图２　混凝土失效概率曲线

由图２可知，随着时间的增长，混凝土的失
效概率越来越大。随机在图２中选取５个点，得出
它对应时间的首超概率，分别设为１、２、３、４、５
号点，其取值分别为（１２，０.００３８）、（２８，０.０５８７）、
（４０，０.１１３８）、（６０，０.１９６７）、（１００，０.３１７３），其
中点的横坐标表示时间年限，纵坐标表示对应时

间的首超概率。

３.２　基于蒙特卡罗模拟的混凝土耐久性可靠度分析
根据上述理论基础，利用蒙特卡罗模拟法计

算混凝土在对应时间内的首超概率分析如下。

为保证抽样的误差，选用９５％的置信度，有：

｜^ｐｆ－ｐｆ｜≤Ｚα／２·σ^＝２
ｐ^ｆ（１－^ｐｆ）
■ Ｎ （５）

式中：Ｚ为标准正态分布的双侧分位数，对应置
信度为１－α，本文中取９５％置信度，即α＝０.０５；
σ^为抽样方差。

或者以相对误差ε来表示，有：

ε＝
｜^ｐｆ－ｐｆ｜
ｐｆ

＜２
１－^ｐｆ
Ｎ^ｐ■ ｆ

（６）

在实际工程中，ｐ^ｆ通常是一个非常小的量，
则式（６）近似表示为

ε＝ ２
Ｎ^ｐ■ ｆ

（７）

从（７）式可以得出模拟抽样总次数为

Ｎ＝ ４
ｐ^ｆ·ε

２ （８）

当相对误差取ε＝０.２时，模拟抽样总次数 Ｎ
表示为

Ｎ＝１００ｐ^ｆ
（９）

上述利用数学解析法求解失效概率后随机选

取 ５点的失效概率分别为：０.００３８、０.０５８７、
０.１１３８、０.１９６７、０.３１７３，在用９５％的置信度
来保证蒙特卡罗法的抽样误差时，其抽样次数用

式（９）计算得：Ｎ１＝
１００
０.００３８＝２.６３１６×１０

４、Ｎ２＝

１００
０.０５８７＝１.７０４×１０

３、Ｎ３＝
１００
０.１１３８＝８７８、Ｎ４＝

１００
０.１９６７＝５０８、Ｎ５＝

１００
０.３１７３＝３１５。抽样次数在这

里定义为相对应时间点模拟生成的样本函数条数，

即一个时间段内维纳过程模拟的样本函数数分别

为２.６３１６×１０４、１.７０４×１０３、８７８、５０８、３１５。
本实例分析的是基于标准维纳过程的首超失

效概率，因此其生成的正态分布随机样本方差为

１，均值为０。时间单位为 ａ，时间间隔取为１ａ。
以１号点对应的时间和失效概率为例，通过
ＭＡＴＬＡＢ仿真模拟，在２６３１６个样本函数中有９５
条样本函数穿越界限值（安全阈值），即在１２ａ内
有９５条样本函数破坏失效。由蒙特卡罗模拟法得
到１号点的首超失效概率为 Ｐｆ＝０.００３６。在
ＭＡＴＬＡＢ软件中生成的样本函数结果如图３所示。

图３　１号点对应的维纳过程仿真模拟结果

另外随机选取的４点按照同样的方法进行蒙
特卡罗模拟，其中，２、３、４、５号点的样本函数
Ｎ取值：１.７０４×１０３、８７８、５０８、３１５；时间 ｔ取
值：２８、４０、６０、１００ａ。将参数代入基于蒙特卡
罗模拟法的维纳过程首超概率计算程序中，计算

结果和样本函数结果如图４所示。
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（ａ）２号点；（ｂ）３号点；（ｃ）４号点；（ｄ）５号点

图４　维纳过程仿真模拟结果

　　由蒙特卡罗模拟法计算得到，２８、４０、６０、
１００ａ内混凝土的首超失效概率分别为 ０.０４９３、
０.１１１６、０.２０６７、０.３１４３。
３.３　蒙特卡罗模拟法结果与数学解析法结果的对

比分析

　　根据上述蒙特卡罗模拟法和数学解析法求解
混凝土首超失效概率的结果，下面将从应用范围、

计算结果和计算便捷性３个方面进行对比分析。
３.３.１　应用范围方面

蒙特卡罗模拟法求解首超概率适用范围十分

广泛，只要得到对应问题的数学特征（方差、均

值），便可以求解对应维纳过程的首超概率；对于

数学解析法而言，由于在推导公式的过程中，它

是在特定条件下进行的，受特定条件的限制，如

基于标准维纳过程的首超概率解析法，它只适用

于标准维纳过程，对于方差不是１的情况将不再
适用。

３.３.２　计算结果方面
对于随机选取的５个点，两种方法的偏差绝对

值：０.０２％、０.９４％、０.２２％、１.００％、０.３０％，５个点
的误差都保持在１％以内。由于两种方法的计算结

果十分接近或基本相同，再一次验证了蒙特卡罗

模拟法的合理性和准确性。

３.３.３　计算便捷方面
蒙特卡罗模拟法全程使用计算机软件运算，

几乎不需要手算，减小了人为操作或计算产生的

不必要误差，提高了计算效率。基于标准维纳过

程的首超概率解析法虽然最终计算过程比较简单，

并且结果十分精确，但是推导公式的过程是比较

复杂和麻烦的，因此蒙特卡罗模拟法相比解析法

在便捷性方面存在一定的优势。

综上分析，蒙特卡罗模拟法在应用范围、计

算便捷性和计算结果精确度方面存在一定的优势。

４　结　论

本文对维纳过程首次超越失效概率分析展开

研究。首先，基于维纳过程的特性给出了维纳过

程样本函数的仿真方法，并编写了维纳过程模拟

仿真的ＭＡＴＬＡＢ程序，为其他类型的随机过程仿
真提供了参考。随后编制了基于蒙特卡罗模拟法

的维纳过程首超概率的计算程序，以混凝土耐久

性退化过程为例，实现了基于蒙特卡罗模拟的维
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纳过程首次超越失效概率求解。最后，将蒙特卡

罗模拟法与数学解析法进行了对比分析。结果表

明，数值模拟法的计算结果与精确解析解吻合良

好，具有很高的精度，并且适用性和应用范围更

具优势。本文研究为维纳过程首超失效概率计算

提供了可靠的数值解法，有助于推动结构动力可

靠性分析在工程实践中的深入应用。
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